INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Pour commencer, refaites donc un tour du c6té du chapitre « Techniques élémentaires de calcul intégral ».

Dans tout ce chapitre, a et b sont deux réels, K est I'un des corps Rou C, et I,J ... sont des intervalles. Quand on notera
[a, b], il sera sous-entendu que a < b.

Ce chapitre développe une théorie de l'intégration SUR UN SEGMENT seulement, vous étudierez en spé une théorie de
l'intégration sur un intervalle quelconque. La plupart des résultats de ce chapitre vous sont déja connus, simplement vous ne
les avez jamais démontrés et nous allons apprendre a les utiliser a d’autres fins que le calcul béte et méchant de primitives.

@ 1 CONTINUITE UNIFORME

La notion de continuité uniforme aurait pu étre présentée au chapitre « Continuité », mais conformément au programme,
nous ne l'utiliserons que pour construire proprement l'intégrale.

Définition (Continuité uniforme) Soit f : I — C une fonction. On dit que f est uniformément continue sur I si :

Ye>0, Ja>0, Vx,yel, x—y|<a = |f(x)—f(y)|<8.

Dire que f est continue sur I, c’est dire que f est continue en tout point y de I, c’est-a-dire :

Vyel, Ve>0, 3Ja,.,>0, Vxel, x—yl<a,, = |f(x)—f(y)|<e.

Avec la continuité, on se fixe donc un point y € I et un niveau ¢, et on récupere un a,, .. Si on change de y ou de ¢, on
change a priori la valeur de a, . Avec la continuité UNIFORME, on obtient un a, en ayant seulement fixé un ¢. Cet a, est
donc VALABLE POUR TOUT POINT y € I. L'adjectif « uniforme » est précisément la pour signifier cette indépendance de a,
par rapport a y.

L J
SI A cause de cette évanescence de a en 0,
aucune valeur de a ne peut convenir
POUR TOUT POINT.
Il n’y a donc pas continuité uniforme.

Pour une méme valeur de ¢...

... mais plus on s’approche de 0, - L
. < >< ... on arrive a trouver
plus la pente est raide @ a a @
une valeur assez grande de a

et plus les valeurs de a oy .
quion trouve sont petites pour la continuité en ce point...

Théoreme (Lien entre la continuité, la continuité uniforme et la lipschitzianité)
(i) Toute fonction uniformément continue sur un intervalle y est continue.

(ii) Toute fonction lipschitzienne sur un intervalle y est uniformément continue.

Démonstration

(i) Evident! il existe un a@ UNIFORME valable pour tout point, alors bien stir qu’il en existe un pour chacun!

(ii) Soit f : I — C une fonction K-lipschitzienne sur I pour un certain K > 0. Soit € > 0. Posons a = %
Alors pour tous x,y €I pour lesquels |[x —y| < a: |f(x)—f(y)| <K|x—y|<Ka=ce.

Le théoreme précédent n’a pas de réciproque en général, sauf I'assertion (i) dans le cas d’'un ‘ SEGMENT.

Théoreme (Théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un SEGMENT y est uniformément continue. ‘
\
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Démonstration Soit f € € ([a, b], (C). Supposons par I'absurde que f N’est PAS uniformément continue sur
[a,b]. Ainsi, pour un certain ¢ > 0: VYa >0, Ix,y € [a,b], |[x—y| < a et |f(x) —f(y)| > e.
Pour tout n € N*, pour a = 27", il existe donc deux réels x,,y, € [a,b] pour lesquels |x, — y,| < 27" et
| fle)—f( yn)| = ¢.Bornée entre a et b, la suite (x,, ),y posséde une suite extraite convergente (xw(n))neN d’apres

le théoréme de Bolzano-Weierstrass, disons de limite £ € [a, b]. Or |x¢(n)—y¢(n)| < 279 avec 1i£rn p(n)=+o0,
n—+0oo
donc nEEloo Ye(n) = £ par encadrement. Pour conclure, passons a la limite dans I'inégalité | f (xw(n))— f ( yw(n))| =e

en utilisant la continuité de f enf : 0= | f)—fu )| = ¢>0 — contradiction.

@ 2 FONCTIONSEN ESCALIER, FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

Définition (Subdivision d’un segment) On appelle subdivision de [a, b] toute famille o = (x,,...,x,) de [a, b] pour
‘ laquelle a = x, < ... < x,, = b. Le réel strictement positif 0<m<in 1(xiJrl — X;) est appelé le pas de o.
SIsn—

Une subdivision de [a, b] est une famille, mais en présence de deux subdivisions de [a, b], nous nous autoriserons par
abus de langage a parler de leur réunion ou de I'inclusion de 'une dans l'autre. Par exemple, la subdivision (0,1,3,5) de
[0, 5] est incluse dans la subdivision (0,1,2,3,4,5) et la réunion des subdivisions (0,1,3,5) et (0,1,2,5) vaut (0,1,2,3,5).

@ 2.1 FONCTIONS EN ESCALIER

Définition (Fonction en escalier, subdivision adaptée)

O
On dit qu'une fonction f : [a, b] — C est en escalier si pour une certaine subdi- 1 \ﬂ .
vision (xy,...,x,) de [a, b], dite adaptée a f : U LT
[ xx |
. \ ' '
f est constante sur ]x;, x;,,[ pour touti € [0,n—1]. A=xXgX; XyX3 .- X,=D

Cette définition ne garantit nullement l'unicité de la subdivision adaptée (x,,...,x,) et elle n"’impose aucune valeur a f
en Xxq, ..., X,

Théoreme (Propriétés élémentaires des fonctions en escalier) Soient f : [a,b] — C et g : [a,b] — C deux
fonctions en escalier et A, u € C.

e Ajout de points a une subdivision adaptée : Lorsqu’on ajoute un nombre fini de points a une subdivision de
[a, b] adaptée a f, le résultat est encore une subdivision de [a, b] adaptée a f.

e Opérations sur les fonctions en escalier : La réunion d’une subdivision de [a, b] adaptée a f et d’une subdi-
vision de [a, b] adaptée a g est une subdivision de [a, b] adaptée a f ET & g.

Les fonctions |f|, Re(f), Im(f), Af + ug et f g sont elles aussi en escalier sur [a, b].

@ 2.2 FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

Définition (Fonction continue par morceaux, subdivision adaptée) Y .
On dit qu’une fonction f : [a,b] — C est continue par morceaux si pour une Ny |
. . . . . Ve \ | | -
certaine subdivision (x, ..., x,) de [a, b], dite adaptée a f : 1Y, - :
[ 1 I

flx,x,,,[ €St continue sur Ibepeenll i

et PROLONGEABLE PAR CONTINUITE EN X; ET X;,; pour tout i € [0,n—1].
Lensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] a valeurs dans K est noté 6.4 ([a, b], ]K).

Toute fonction en escalier et toute fonction continue sont continues par morceaux.

Le théoréme « Propriétés élémentaires des fonctions en escalier » reste valable pour les fonctions continues par morceaux.
En particulier, €.# ([a, b], K) est a la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de Kbl
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o Attention!  Des fonctions aussi simples que la fonction inverse et la fonction logarithme ne sont pas continues par
morceaux sur [0,1] quand bien méme on les prolonge artificiellement en O car le prolongement ne pourra jamais se faire
par continuité. L'exigence de prolongement par continuité de la définition n’est pas anodine.

Définition-théoréeme (Caractére borné d’une fonction continue par morceaux) Toute fonction continue par mor-
ceaux sur [a, b] est bornée et possede donc une norme infinie ||f || oo

¢ Attention!  Bornée oui... MAIS ELLE N’ATTEINT PAS FORCEMENT SES BORNES! Faites un dessin.

Démonstration Soit f € €4 ([a, b],(C). Notons (xg,...,X,) une subdivision de [a, b] adaptée a f. Pour tout
i € [0,n— 1], le prolongement par continuité de la fonction REELLE |f | (- a [x;,x;,.1] est borné d’apres
le théoreme des bornes atteintes, disons par un certain M; en valeur absolue. Le maximum des réels positifs
M,,...,M, et }f(xo) s }f(xn)} majore dés lors |f| sur [a, b] tout entier.

@ 2.3 APPROXIMATION UNIFORME PAR DES FONCTIONS EN ESCALIER

On rappelle que pour toutes fonctions f, g € 6.4 ([a, b], (C) :
[fllo=0 < f=0 et If +&lleo < IIfllco +Iglleo  (inégalité triangulaire).

Définition (Distance uniforme et convergence uniforme)

e Distance uniforme : Pour toutes fonctions S If =gl

f,8 € 6.4([a,b1,C), le réel |If = gllo est /\ ¢ =ele
appelé la distance uniforme entre f et g. f ‘ T~ 8
N \ -
I b

\
\

a b
e Convergence uniforme : Soient (f,),eny € 6.4 ([a, b], (C)N une suite de fonctions et f € €A ([a, b], (C). On dit
que la suite (f,)pey converge uniformément vers f sur [a, b] si lignoo lfp —flleo =0.
p—)

11 existe tout plein de distances en mathématiques, pas seulement celle a laquelle on est habitué dans le plan ou I'espace.
Nous venons de définir une notion de distance sur 'ensemble 6.4 ([a, b], (C) des fonctions continues par morceaux.

Théoreme (Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier) Toute
fonction continue par morceaux sur [a, b] & valeurs dans K est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
sur [a, b] a valeurs dans K.

En d’autres termes, par analogie avec la définition que nous avons donné de la densité d’une partie de R, 'ensemble des
fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs dans K est dense dans 6.4 ([a, b], K) au sens de la convergence uniforme.

Démonstration Soit f € €4 ([a, b],K). 11 nous suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe une fonction
¢ : [a,b] — K en escalier pour laquelle [|f — ¢||oc < €. Si on veut ensuite une suite (¢,),ey, ON peut par
exemple choisir ¢ = 27? pour tout p € N. Fixons donc € > 0.

e Cas ou f est continue sur [a, b] : D’apres le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b],
donc il existe un réel a > 0 pour lequel pour tous x,y € [a,b]: |x—y|<a = |f(x) —f(y)l <e.

—a b—a
< a et posons x;, = a + k —— pour tout k € [0,n]. Notons
n

Fixons un entier n € N* pour lequel

n

enfin ¢ la fonction définie sur [a, b] par : XT‘ f
. S RN 1
Vie[0,n—1], Vxe€[x,xinl, ¢)=rf(x) | \\%‘ | | © \
I\ A
et ¢(b)=f(b). I B O
| [

Par construction, ¢ est en escalier sur [a, b].
aAa=Xy X; Xy Xg X4 X5 Xg -+ Xp1X,=D
Il reste a vérifier que ||f — ¢|loo < €. Or pour tout x € [a, b[, x appartient a [x;,x;,,[ pour un certain

i € [0,n—1], donc |x —x;| < x;41 —Xx; < a, donc |f(x) — ga(x)| = |f(x) —f(xl»)| < ¢ par continuité
uniforme, et comme c’est vrai pour tout x : ||f — ¢l < €.
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e Cas général : Soit (xy,...,x,) une subdivision de [a, b] adaptée a f. Grace au point précédent, f étant
continue sur ]x;, x;,;[ et prolongeable par continuité en x; et x;,;, il existe pour tout i € [0,n— 1] une
fonction en escalier ¢; : [x;,x;;1] — K pour laquelle }f(x) - @i(x)} < € pour tout x € ]x;, x;11[. On en
tire une fonction en escalier ¢ sur [a, b] en « accolant » p4,..., @, les unes a la suite des autres, sauf aux
points de subdivision ot 'on pose ¢(x;) = f (x;) pour tout i € [0,n]. Ainsi ||f — ¢l < €.

En vue d’une utilisation ultérieure, remarquez bien que dans cette preuve, si f est réelle positive, ¢ I'est aussi car les
valeurs de ¢ ont été choisies comme des valeurs de f. A fortiori, dans ce cas, f est la limite uniforme d’une suite de fonctions
en escalier réelles positives.

@ 3 CONSTRUCTION DE L'INTEGRALE

Le principe « base x hauteur » va nous permettre de définir I'intégrale d'une fonction en escalier assez facilement, mais
c’est I'intégrale d’une fonction continue que nous visons. Comment définir « ’aire sous la courbe » pour une fonction continue
quelconque ? Réponse : par approximation de celle-ci par des fonctions en escalier grace au résultat de densité précédent.

Mais soyons plus précis. Pour construire I'intégrale d’'une fonction continue, on a commencé par augmenter le stock des
fonctions étudiées en introduisant le concept de fonction continue par morceaux. L'espace vectoriel 6.4 ([a, b], (C) contient
ainsi a la fois celui des fonctions en escalier sur [a, b] qui nous intéresse peu mais sur lequel nous savons définir facilement
l'intégrale, et <€([a, b],(C) qui nous intéresse mais sur lequel nous ne savons pas définir I'intégrale. Par densité, la notion
d’intégrale d’une fonction en escalier va étre étendue aux fonctions continues par morceaux. En particulier, les fonctions
continues auront ainsi chacune une intégrale. Ce qui est assez cocasse dans cette affaire de densité, c’est que I'intersection
de ¥ ([a, b], (C) et de I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] est toute petite, c’est juste 'ensemble des fonctions
constantes. La construction de I'intégrale consiste donc a transporter un concept d’un premier endroit vers un deuxieme qui
n’a presque rien a voir avec le premier. Vive la densité!

@ 3.1 INTEGRALE D’UNE FONCTION EN ESCALIER

Définition-théoréeme (Intégrale d’une fonction en escalier) Soient f : [a,b] — C en escalier et (x,...,X,) une

subdivision de [a, b] adaptée a f. Si y; désigne pour tout i € [0,n—1] la valeur de f sur ]x;, x;;;[, le nombre complexe
n—1

Z ¥; (x;41 — x;) ne dépend pas de la subdivision (x,, ..., x,) choisie. e /T Aire algébrique

i=0 Yi T - v (i1 — ;)

On I'appelle l'intégrale de f sur [a,b], notée J. f ou f(t)dt. | | SR ELE
[a,b] [a,b] L x X el

On définit ici directement I'intégrale d'une fonction en escalier COMPLEXE. Une telle intégrale ne peut bien s{ir pas étre
interprétée en termes d’« aire sous la courbe », flit-elle algébrique.

Démonstration Pour toute subdivision o = (x,,...,X,) de [a, b] adaptée a f, posons I, Z Vi (X1 — ;).

e Soient o = (xy,...,x,) et 0’ deux subdivisions de [a, b] adaptées a f. On suppose a 1nc1use dans o.
Montrons que I, = IU/. Linclusion de o dans ¢’ nous permet écrire que o’ = (%(1), e X so(n’)) pour un
certain n’ € N et une certaine fonction ¢ : [0,n’] — [0, n] strictement croissante pour laquelle ¢ (0) =0
et p(n’) = n — Cest le principe des suites extraites. Pour tout i € [0,n— 17, notons y; la valeur de f sur
1x;, x;41[, et pour tout j € [0,n" — 1], yf sa valeur sur ]x,j), X,(j+1)l-

n'=1¢(j+1)-1 n’'=1¢(j+1)-1
O'/ - Zy <p(]+1) Lp(]) Z Z .y (xk+1 xk) Z Z yk(xk+1 xk) _Zyl (x1+1 Xi ) - I
J=0 k=¢(j) J=0 k=¢(j) i=0

e Montrons enfin que I, ne dépend pas du choix de o. Soient ¢, 0’ deux subdivisions de [a, b] adaptées a
f. Laréunion de o et ¢’ est encore une subdivision de [a, b] adaptée a f et contient a la fois o et ¢’, donc
d’apres le point précédent : I, =1, 5 = I,

n

n
n(n+1)2n+1)
Exemple Pourtoutne N : [t2dt= > K ((k+1)—k)= > k?=—"""——=,
P J;O,r&l] k;.: ( ) ; 6
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Théoreme (Deux propriétés de I'intégrale d’une fonction en escalier) Soient f : [a,b] — Cet g:[a,b]— C
en escalier et A, u € C.

(i) Linéarité : J. (Af +ug)= AJ. f +,uJ g.
[a,b] [a,b] [a,b]
f

f[a,b]

Démonstration Donnons-nous une subdivision (x,...,x,) de [a,b] adaptée & f eta g, donca Af +ug et |f|.

(ii) Inégalité triangulaire et méme mieux :

< J. IfI < (b=a)llf llco-
[

a,b]

Valeur de Af +ug sur Jx;,x; [

n—1
o f Gf +11g) = 3 (f ) () (i =)
[ A

a,b]
—AZf(x HEEAY (e — x)+u2 (B G =) —Af fru|
0 ~— — —— 0 ~——— [

a,b] [a,b]
Valeur de f sur Jx;,x;,[ Valeur de g sur ]x;,x;,1[
n—1 n—1
. X;+ X1 X; + X1
(i U =120 (B2 ) G —x)| < 2 |F (F52) (xm—xi):f £
[a,b] i=0 i=0 [a,b]
n—1

I lloo (i1 —x;) = (b—a) [|f [loo-

k=0

® 3.2 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX

Nous avons vu qu'IL EXISTE toujours une suite (¢,),ey de fonctions en escalier sur [a, b] dont f est la limite uniforme.

On aurait bien envie du coup de définir I'intégrale f comme la limite 11£n f ¢, dans l'idée que l'aire algébrique sous
p—+00
[a,b] [a,b]
¢, tend vers l'aire algébrique sous f lorsque p tend vers +00. Cette « définition » pose hélas trois problemes :

— La limite existe-t-elle ?
— Ne dépend-elle pas du choix de la suite (¢,)pen ?

— Pour les fonctions en escalier, la limite obtenue coincide-t-elle bien avec I'intégrale du paragraphe précédent ?

(
Définition-théoreme (Intégrale d’une fonction continue par morceaux) Soit f € 6.4 ([a, b], (C).
Pour toute suite de fonctions en escalier (¢, ),ey sur [a, b] qui converge uniformément vers f, la suite (J. <pp)
converge et sa limite ne dépend pas du choix de (¢p),en- [a,b] 7 peN

Cette limite unique est appelée l'intégrale de f sur [a, b] et notée f f ou f(t)dt. En outre, si f est en escalier sur
[a, b], cette définition coincide avec la précédente. la,b] [a,b]

Démonstration

e Soient (¢, )pen €t (Y ,)pen deux suites de fonctions en escalier sur [a, b] dont f est la limite uniforme. Pour
tout p € N, d’apreés les deux propriétés de I'intégrale d’une fonction en escalier déja démontrées :

f f ‘ (=) < =)llo, —tplleo < (b—a) (If = @plloo +If —tplle) .
[ab] [ab]

[a,b]
Il en découle par encadrement que SI JAMAIS les suites (J cpp) et (J Tl’p) convergent, elles ont la
[a,b] /pe [a,b] 7 peN

méme limite, indépendante de (¢,),en et (V) pen-

e Il reste & montrer que la suite (f wp) converge. Or lignoo If —¢plle =0, donc [|f —p,lle <12
P—)
pE

[a,b] N
partir dun certain rang, et ainsi : i, lloo = g, = + Flloo < oo+ If = @plloa < If oo +1, done:
'J < f [ZAES f (Ilflloo +1) = (b—a)(||f||00+1). Bornée, la suite (f cpp) possede alors
[a, b] [a,b] [a,b] [a,b] peN

une suite extraite (f cpe(p)) convergente de limite ¢ d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
[a,b] peN
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Ainsi, d’apres % appliquée a @, et @g(,) : ‘f ¥p —J Yop)
[ [

<(b=a) (IIf = @plloo + IIf = Gplloo ):
a,b] a,b]

donc Plgnoo . bgop = { par encadrement.

e Que dire enfin si f est en escalier sur [a, b]? Nous pouvons dans ce cas poser ¢, = f pour tout p € N et
aussitot lign lf —¢plleo =0.Lalimite lim f (¢, se trouve ainsi égale a l'intégrale f de f au sens
p—+00
[

p—+00
a,b] [a,b]
des fonctions en escalier. Nos deux définitions de l'intégrale d’une fonction en escalier coincident.

On vous demandera souvent de « justifier la bonne définition » de telle ou telle intégrale. Il s’agit simplement de montrer
que la fonction intégrée est continue — éventuellement par morceaux — sur le segment concerné.

Exemple | |
., n(l+t . o . n(l+t .
e Lintégrale f g dt est bien définie car la fonction t — ¥ est continue sur ]0, 1] et prolongeable par
[0,1]
continuité en 0 par la valeur 1.
vt sh?t . s . sh?t )
e Lintégrale T cost dt est bien définie car la fonction t — T—cost est continue sur ]0, t] et prolongeable
[0,7] 1 —coOSt h2t 2 —cost
par continuité en O par la valeur 2 : ~ —— ~ 2
l1—cost i~o = -0
2

@ 3.3 PROPRIETES DE I’'INTEGRALE

\
Théoreme (Propriétés de I'intégrale d’'une fonction continue par morceaux) Soient f,g € 6.4 ([a, b], (C).

(i) Linéarité : Pour tous A,u € C: f (Af +ug) = )Lf f +,uf g.
[a,b] [a,b] la,b]

(ii) Inégalité triangulaire : ‘ f fls f If .
[a,b] [a,b]
(iii) Relation de Chasles : Pour tout c € [a, b] : f= f+ f.
[a,b] la,c] [c,b]
(iv) Lien avec les parties réelle et imaginaire : f f= Re(f)+ if Im(f).
[a,b] [a,b] [a,b]

En particulier, si f est réelle, son intégrale sur [a, b] est un réel.

(v) Modification d’un nombre fini de valeurs : Si f et g sont égales sur [a, b] sauf en un nombre fini de points :
»I‘ f B »I‘ g‘
[a,b] [a,b]

Démonstration Les propriétés se démontrent toutes de la méme facon. On la prouve d’abord pour les fonctions
en escalier, puis dans le cas général par passage a la limite.

Donnons-nous une fois pour toutes une suite de fonctions en escalier (¢, )pey sur [a,b] dont f est la limite
uniforme et une suite de fonctions en escalier () ey sur [a, b] dont g est la limite uniforme.

(i) Pourtoutp € N: ||(7Lf +,ug)—(7upp+m,bp)||oo < AMNf =¢plleo +1ulllg—1,lleo, donc par encadrement :
ligloo ||(k f+ug)—(Ap, +uy p)” o = 0. Enfin, par linéarité de I'intégrale d’'une fonction en escalier :
p—)

(Af +ug)= lim (App +uyp,) = lim (AJ. ¢ +uf P )=?\f f+uJ. g
[a,b] P20 Jra b ? PT poeo [a,b]p [a,b]p [a,b] [a,b]

(ii) Pour tout p € N : ||f| — |<,0p|| < |f —¢pl, donc: |||f| — |<,0p|||DO < |If = ¢plleo,  donc par enca-
drement : ligrn ||| fl— Icppl||c><> = 0. En retour, d’aprés I'inégalité triangulaire pour les fonctions en
p—+0Q

escalier : ‘f f f Yyl S limf Icpplzf If1.
[a,b] [a,b] P20 Jla,b] [a,b]

= lim
p—+00
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(iii) Cas ou f est en escalier : Quitte a ajouter le point ¢ a la subdivision (x, ..., X, ), on peut supposer que
X = ¢ pour un certain k € [0,n]. La fonction f |lac] €St alors en escalier sur [a,c] de subdivision adaptée
(X0 -+, Xp) €L f|[c b lest sur [c, b] de subdivision adaptée (xy, ..., x,). Enfin :

[ £~ () 0= S (S ()0 [ o]

a,b] i=0
Cas général : Pour tout p € N, @y ltac) € Pp|ic.p) SONL €D escalier et ||f|[a’c] - (,ap|[a’c]||oo <|If — goplloo,

donc Egnoo Hf|[a’c] - gop|[a’C]Hoo = 0 par encadrement, et de méme E?oo ||f|[c’b] — (,ap|[c’b]||0o = 0. Ainsi,

f|[a,c) est la limite uniforme de (¢, |, C])peN et f|i.p de (‘Ppl[c b]) e’ Finalement :

f—hmf =hm(Jcp +J<p b) f
[a,b] p—+00 p—+00 [aC]Pl[a’C] [cb Pl[C ] [ac] e, b]

~ X;+Xx
(iv) Cas ou f est en escalier : J. = Z l+1) (%141 — x;)
la,

n—1
= Y re(n)(25) (xi+1—xi)+iZIm(f)(%) CHESHE Re(f)+iJ. ()
i=0 i=0 [

[a,b] a,b]

Cas général : Pour toutp € N : |Re(f)—Re(cpp)} <|f—¢,l, donc ”Re(f)—Re((pp)”OO <|f —¢plleos
donc Plgnoo HRe(f)—Re(gap)”DQ = 0 par encadrement, et de méme pEIJ‘rnDo HIrn(f)—II11(<pp)Hoo = 0. Ainsi :

f = lim J ¢, = lim ( Re(p )+if Im(¢ )): Re(f)+ij Im(f).
[ab] P77 [a,b]p P20\ Jiab] ? [a,b] ? [a,b] [a,b]

(v) Sif et g sont égales sauf en un nombre fini de points, g — f est nulle partout sauf en ces points, donc est

en escalier sur [a, b] et son intégrale vaut (g —f)=0. Par linéarité enfin : f f= f g.
[a,b] [a,b] [a,b]

\
Théoreme (Propriétés de I'intégrale d’une fonction continue par morceaux réelle) Soient f,g € 6.4 ([a, b], R).

(i) Positivité : Si f = 0, alors f=0. (ii) Croissance : Si f < g, alors f < f g.
[a,b] [a,b] [a,b]

(iii) Positivité stricte : Si f est positive sur [a, b], strictement en au moins un point de continuité,
et sia < b, alors f>0.

[a,b]
(iv) Nullité avec signe constant : Si f est CONTINUE et de signe constant et si f =0aveca < b, alors f est
identiquement nulle sur [a, b]. [a,b]
¥ Attention ! Continuité et signe constant sont essentiels dans I'assertion (iv) !
Ici, f est de signe constant et d’inté- ' Ici, f est continue et d’'intégrale nulle,
grale nulle, MAIS n’est pas nulle sur |y = F(x) MAIS n’est pas nulle sur tout [a, b] car
|
|

tout [a, b] par manque de continuité. elle n’y est pas de signe constant.

@ b y=f(x)

Démonstration Donnons-nous une fois pour toutes une suite de fonctions en escalier () ey sSur [a, b] dont
f est la limite uniforme et une suite de fonctions en escalier (,) ey sur [a, b] dont g est la limite uniforme.

(i) Comme f > 0, on peut choisir la fonction ¢, positive pour tout p € N, et ainsi :
n—1
X; + X;
= lim = lim (F5) (ia =) >0
f P_’+°°£ b;pp p—>+ooz(pp 2 ( i+1 l)

(ii) Comme f < g: (g—f)=0 par positivité, puis J. g par linéarité.
[a,b] [a, b] [a,b]

(iii) Par hypothese, f est continue en un certain x, € [a, b] pour lequel f(x,) > 0, donc elle est minorée par
f(x0) f(x0)

[xg.xg ]

définie sur [a, b] est alors en escalier et ¢ < f par construction — notamment parce que f est positive —

donc par croissance de I'intégrale : J f= J @ = @ (xo —X ) > 0.
[a,b] [a,b]

sur un certain voisinage [x, x; ] contenant x, aveca < x, < x; < b. La fonction ¢ =
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(iv) On peut supposer f positive quitte a la remplacer par —f . Il s’agit de montrer par contraposition que si f

n’est pas identiquement nulle sur [a, b], alors f > 0, mais c’est une simple conséquence de (iii).
[a,b]

La notation f nous aimposé I'inégalité a < b jusqu’ici car nous sommions dans le sens croissant avec nos x;,;—x; = 0.
la,b]
Pour tout intervalle I et pour tous f € €.#(I,C) et a,b € I, on pose a présent :

b b b b
J.f=J~fuyk= f sia<b et J.fzf f(t)dt=— f sib<a.
a a [a,b] a a [b,a]

Cette nouvelle notation s’utilise comme la précédente, MAIS ATTENTION, avec un petit changement quand méme en cas

b a b
J. f <J. |f|,etsideplusf>0,alorsf <0
a b a

Exemple On posepourtoutx=0: A(x)= f
0

d’inégalités. Si b < a, alors

1
et dt
14+ xt’

La fonction A ainsi définie est décroissante sur R,.

t t
e e
<

=<
1+yt 1+xt

Démonstration  Soient x,y = 0 pour lesquels x < y. Pour tout t € [0,1] : , donc par

1 1
dt dt

croissance de l'intégrale : A(y) = e < e =A(x).
o 1+yt o 1+xt

¢ Attention!  Impossible ici de dériver A pour prouver sa monotonie car rien ne nous dit que A est dérivable. Si A avait
X
été de la forme x — f(t) dt pour une certaine fonction continue f, nous aurions pu la dériver grace au théoreme

a
fondamental du calcul intégral — démontré plus loin — mais la variable x n’est pas ici au bon endroit.

Nous admettrons le résultat qui suit pour gagner du temps — mais nous 'avons démontré dans le cas continu sous forme
d’exercice au chapitre « Techniques élémentaires de calcul intégral ».

Théoreme (Intégrales d’une fonction paire/impaire/périodique)

(i) Fonctions paires/impaires : Soit f € €.# ([—a a] (C)
Si f est paire : f f(x)dx = f f(x)dx, etsif estimpaire : f f(x)dx =
(ii) Fonctions périodiques : Pour toute fonction f € €.# (R, C) T-périodique : J. f(x)dx = J. f(x) dx.

Parité : Imparité : Périodicité :

JZ{ = % B = _JZ{ - J/\ \_/\
o ‘ - Aire B — A \ \ J( \ /
T g T ‘
Aire 8 — - Aire .o/ \ \ Aire .o/ Aire B~ \ Aire .o/

(algébrique)

® 4 INTEGRATION ET DERIVATION

4.1 RAPPELS SUR LES PRIMITIVES

Le théoréeme d’« unicité » suivant découle de la caractérisation des fonctions constantes dérivables.

Définition-théoreme (Primitives, « unicité » a constante additive prés) Soit f : I — C une fonction. On dit qu'une
fonction F : I — C est UNE primitive de f sur I si F est dérivable sur I de dérivée f.

« Unicité » a constante additive pres : Si f possede une primitive F sur I, ses primitives en général sont toutes les
fonctions F + A, A décrivant C.

¢ Attention!  Quand il en existe, il n’existe jamais qu’une seule primitive, ne dites donc pas « la » primitive !



Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

Rappelons au cas oll que nous savons primitiver aisément un certain nombre de fonctions classiques :

— les fonctions de la forme x — e®* cos(bx) ou x — e** sin(bx) avec a, b € R* grace a 'exponentielle complexe,
— les fonctions de la forme x — sin™ x cos™ x avec m,n € N par linéarisation,

— les fonctions rationnelles par décomposition en éléments simples.

Les tableaux ci-dessous donnent enfin la liste des quelques primitives qu’il faut connaitre a tout prix.

Fonction Primitive Fonction Primitive Fonction Primitive Fonction Primitive
. 1
e* e* sinx —Cosx sh x chx Arctan x
1+ x2
. 1 .
Inx xlnx—x cosx sin x chx shx ﬁ Arcsin x
—X
1
— In |x| tan x —In|cos x| thx Inchx
X
xa+1
x% (a#-1)
a+1

® 4.2 LE THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL INTEGRAL

Exemple 1l est facile de construire une fonction continue PAR MORCEAUX n’admettant pas de primitive. C’est ce qui arrive
a la fonction indicatrice 1y, sur [0,2]. Raisonnons par I'absurde en supposant que 1;; posséde une primitive F sur [0, 2].
La fonction F’ est alors identiquement nulle sur lintervalle [0, 1[, donc F est constante, disons de valeur A. De méme, F’ est
nulle sur ]1,2], donc F y est constante, disons de valeur u. Cepdendant, F est continue sur [0, 2], donc F(1) = A = u, donc
F est constante sur [0, 2] tout entier. Finalement 1 = 13,(1) = F(1) = 0 — contradiction.

Théoreme (Théoréme fondamental du calcul intégral) Soient f € €(I,C) eta,bel.
X

(i) Primitivation : La fonction x — | f(t)dt est une primitive de f sur I. Ainsi, toute fonction continue posséde
a une primitive.

Pour tout A € C, la fonction x — A+ f f(t) dt est 'unique primitive de f sur I de valeur A en a.

(ii) Calcul intégral : Pour toute primitive F de f : f f(x) dx =F(b)—F(a).

On note généralement [F]a ou [F(x)]xza la quantité F(b) — F(a).

Lassertion (i) est un théoréme d’EXISTENCE de primitives pour les fonctions CONTINUES. En outre, la fonction f étant
X

continue, sa primitive x — f f est mieux que dérivable, c’est une fonction DE CLASSE €.

Fondamental, ce théoreme l'est parce qu’il établit un lien entre deux couples de notions apparemment totalement étran-
geres — le couple aire/intégrale et le couple primitive/dérivée. Quelle intuition cela exprime-t-il? Pour le comprendre,
X

supposons f réelle et notons F la fonction x — f(t) dt. Sur la figure ci-contre, h est supposé petit et f est continue en

a
x, donc pour tout t compris entre x et x+h: f(t)~ f(x). D’apres la relation

de Chasles, l'aire algébrique sous la courbe de f entre les abscisses x et x + h vaut y=f (X?/r -
F(x +h)—F(x), mais elle vaut aussi approximativement hf (x) d’aprées le principe R S N TR
«base x hauteur ». Bref :  F(x+h)—F(x)~ hf(x) pour h petit, autrement dit : x } } c+h ; } ALJ‘(X)
F(x+h)—F —
;lliir(l) w = f(x). Comme voulu, F est dérivable en x et F'(x) = f(x). M Q
h petit h petit

Démonstration
X

(i) Montrons que la fonction x — f est une primitive de f sur I. Fixons pour cela x € I et montrons que

a
F est dérivable en x avec F'(x) = f(x). Soit £ > 0. Par continuité en x, il existe un réel a > 0 pour lequel
pourtouts€l: [|s—x|<a = |f(s)—f(x)| < e. Pour tout t eI\{x} pour lequel [t —x| < a:
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f f(s)ds=F(t)—F(x) et f f(X)ds=f(X)f ds = f(x) (t —x),

donc : . . : )
F(t)—F(x) :L |f(5)—f(x)|ds<:Jx8ds=s sit>x
t_

f (f)=F(x)) ds| <

—flx )‘ L 1
—f |f(s)—f(x)|ds<—f eds=¢ six>t.
x—t ), x—t ),

F(t)—F
Conclusion :  lim M = f(x), doncF est dérivable en x et F/(x) = f(x).

t—x t—Xx
(ii) La fonction F est une primitive de f qui vaut F(a) en a et c’est la seule, donc F(x) = F(a) + f f pour
a

tout x € I d’apres (i). Il reste a évaluer en b.

1 a+1 x=1
x 1 . \ \ .
Exemple Pour tout a =0 : x%dx = = . Intégrale trés courante, a connaitre PAR CCEUR !
0 a+l]._, a+l
1 X
ef+t et t=1 e e'+t e*
Exemple e dt = [e ]t—O =e—e. Et sans bornes : e dt=e
0

o Attention!  Le théoréme fondamental du calcul intégral montre que certaines fonctions définies par des intégrales
sont dérivables — et méme de classe €' — MAIS PAS N’IMPORTE QUELLES INTEGRALES !

De quelles fonctions le théoréeme fondamental nous parle-t-il ?

UNIQUEMENT des fonctions de la forme :

Le méme x! ---=7

Face un probléme d’un autre type, soit on parvient a se ramener a la forme ci-dessus, soit on trouve une autre idée.
7 eX 1 !
Exemple La fonction x — e*t” dt est définie et dérivable sur R? de dérivée x — o 2x
x X
werw 1 (Ve FX)

u

Démonstration Pour tout x >0: ¢(x) e du=
Jx : Vx

2
t de.

N . 2
ou F est la fonction x — J. e" du.

D’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, F est une primitive sur R de la fonction continue u — e* .
Fvx) FVX) _FX) o) e o)

Ainsi, ¢ est dérivable sur R* et pour tout x > 0 : (x) = = = .
¥ + &P 7 (x) 2x 2x /% 2x 2x 2x  2x

Le résultat qui suit est souvent utile et nous lillustrerons par un exemple au prochain paragraphe.

Théoreme (Un petit résultat utile) Pour toute fonction f € € ([a, b],R) : f = hm f f = lim f f.
x—at
a X

X

Démonstration Pour la premiére égalité, notons F la fonction x — f sur [a,b]. Comme f est continue

a
sur [a, b], F est une primitive de f d’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, donc F EST CONTINUE

b x
EN b et C’est fini : fsz(b)zlir? F(x)=lir£1f f.
X—b X—b~
a a

@ 4.3 INTEGRATION PAR PARTIES ET CHANGEMENT DE VARIABLE

b b
Théoréeme (Intégration par parties ou IPP) Soient u,v € ¥'(I,C)eta,bel. J. u'v = [uv]s —J. uv’.
a a

10
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Démonstration Comme u et v sont de classe ¢!, les fonctions (uv)’, u’v et uv’ sont continues, donc d’apres le
théoréme fondamental du calcul intégral et par linéarité de I'intégrale :

b b b b
|:uv:|i7 = f (uv) = f Wv+uw')= f u'v +J uv

Théoréme (Changement de variable) Soient ¢ € ¢'(I,R) a valeurs dans J, f € €(J,C) eta,b 1.

b @(b)
f fle@®) () dt = f f(x) dx.

»(a)

d
Pour retrouver vite la formule, on dérive la relation « x = ¢(t) » : d_JtC = ’(t), donc: dx = ¢’'(t)dt, puis:

fx)dx= f((p(t)) ¢’(t) dt. Enfin, on intégre — pendant que t varie de a a b, x = ¢(t) varie de p(a) & p(b).

Démonstration Continue, f posséde une primitive F de classe 6!, et comme ¢ est de classe €, la fonction
(Fop) = fopx g’ estcontinue. Du coup, d’apres le théoréme fondamental du calcul intégral :

b @(b)
b (b)
f fFle@)¢' () dt=[Foy], =F(e®)—F(p@)=[F] :f £(x) dx.

a p(a)

" 1—cosx *" sinx
Exemple f —0 — dx= f dx.
0 X o X
, . . 1—cosx sin x .
Démonstration Les fonctions x — —,— et x — —— sont continues sur 10,2m] et prolongeables par

x x
o 1 . . 1—cosx sinx
continuité en O par les valeurs > et 1 respectivement, donc les intégrales —— —dxet —— dx sont
x x
0 0
bien définies. Ensuite, formellement :

“ 1 1 ! 1 cosu—1 “ sinx
J (1—cosx) x = dx 2 (1 —cosu) x (——)—f sinx X (——) dx = —— +J. dx.
x u x u x

[ . n . 1
Hélas, la fonction x — 1 — cosx a beau étre de classe €' sur [0, 27], la fonction x — —— NE I’EST PAS, elle
x

est de classe ¢! seulement sur ]0,27]. Comment procéder dés lors & une intégration par parties sur [0,27]?
Réponse : par un passage a la limite grace au théoreme fondamental du calcul intégral comme on I'a vu un peu
plus haut. En 'occurrence, pour tout € € ]0,27] :

21 = 2T . 2T .
1—cosx wp [ cosx — 1 =27 sinx 1—cose sinx
— dx = | — + dx = + dx.
€ X X x=¢ e X € R X

On conclut en faisant simplement tendre € vers 0" et en observant que :

27 27 2m . 2n .
1—cosx . 1—cosx sinx . sin x
——— dx = lim —— dx et dx = lim dx.

0 X2 £-0% £ .X'2 0 X e—0* € X

® 4.4 LIMITES D’INTEGRALES

¢ Attention!  Nous aurons souvent a calculer des limites du genre hm f fra(t) dt ou hm f f(x,t) dt. En MPSI,

nous nous en sortirons toujours en utilisant le théoreme d’encadrement, mais en général :

n—+

b b \ / b b
lim J f.(t) dt # J nginoofn(t) dt et AlljglJ flx,t)dt # J XILI:Q f(x,t)dt.

Exemple Pour tout n € N*, notons f, la fonction t — nt"! sur [0, 1[ prolongée en 1 par la valeur f,(1) = 0. Cette
1 1

fonction est continue par morceaux. Pour tout t € [0,1] : hm fn(t) =0, donc f ligrn fo(t)dt = f 0 dt =0, mais
n—+0oo
0 0
au contraire : J. fa(®) dt—[ ]t 0—1 — 1#£0. Aie!

11
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1
Exemple Pour toute fonction f € ‘6/[([0, 1],R) : li?oof t"f(t)dt=0
n—
0

Exemple

@ 5

Démonstration  Continue par morceaux, f est bornée sur le segment [0,1]. Dés lors, pour tout n € N :
1

t"f(t) dt

2x et
lim J n dt =1n2.
X

x—0*

1 1
< f "|f(0)] de < ”f”oof t" dt = ”fﬂOlo — dot le résultat par encadrement.
0

[¢]

1
=<
t

Démonstration Pour tous x > 0 et t € [x,2x] :

~ |

¢ 2% 2x 2x t 2x
e de e de
< —, donc — < —dt <e* —
t x t x t x t
t

2x

. . 7 A\ e
par croissance de l'intégrale, donc apres calcul : In2 < J. " dt <e*In2 et on conclut par encadrement.
X

FORMULES DE TAYLOR-LAGRANGE

Théoréme (Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral) Soient f € ¢""'(I,C) eta,b € 1.

!
= Kk

gk (n+1)
f(b)=Zf—@(b—a)’<+ Jf l(t)(b t) dt.

Reste intégral

Pour n = 0, cette formule n’est jamais que le théoréme fondamental du calcul intégral.

Exemple

Démonstration Fixons I, a et b et montrons par récurrence sur n que le résultat est vrai de toute fonction de
classe ¢! sur I.

b
Initialisation : Pour tout f € ¥'(I,C): f(b)=f(a) +J F/(t) dt.

a
Hérédité : Soit n € N. On suppose le résultat vrai de toute fonction de classe €™ sur I. Soit f € €"*2(I,C).
Alors f est de classe ¥™™! sur I, donc par hypothése de récurrence :

(n+1)
f(b)—Zf @ —a)"+ff 0 4y ar

e f“”(a)(b_a)k N [f(”“)(t) y —(b—r.)"“}t:b_ f A O N (D

= k! n! n+1 t=a n! n+1
ntl o (k) a b (n+2) t
—Zf (a) (b—a) + U0 )(b—t)’”rl dt.
! . (m+1)!
2 2 3
x X% x
Pour tout x =0 : x—? <In(l1+x) < x—?+?

Démonstration On pourrait effectuer deux études de fonctions, mais il y a mieux. Fixons x = 0 et appliquons
la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral a la fonction t — In(1 + t) de classe €* entre 0 et x :
x2 [T e—t)? T (x—t)?

— alordre 2 : 1n(1+x)=x—?+ NCETSE dt, orx =0, donc , (+0p

o x2  x3 =ty Tlx—1t)?
— alordre3: In(l+x)=x——+—— ——dt, orx=0,donc dt=0
2 3 (1+1t)4 o (T+1t)*

dt = 0.

Théoreme (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soient f € ¢"(I,C)eta,bel.

|b

F& (a)
f(b)— Z —a)* W

” f+D) ”oo, ol la norme infinie est calculée
sur le segment d’extrémités a et b.

12
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Démonstration Le réel Hf(n+1)||

(k)

est bien défini d’aprés le théoréme des bornes atteintes. Si a

(n+1)
J.f H()(b )" dt

<b:
b |e(n Dt
<J |f + ( )| b— ] dt<||f(n+1)HooJ. (b—o)" dt

=b
- nfw)nw[— | -

(b _ t)n +1
(n+1)

|b—al™

(n+1)! o).

Si b < a, on fait pareil en inversant I'ordre des bornes dans les majorations post-inégalité triangulaire.

Exemple Pour toutz e C:

OOZ
€ =2

Démonstration
te [0, 1] . |f(n+l)(t)| _ |Zn+1 tz| _ |Z|n+1etRe(z) < |Z|n+1e|Re(z)|’
e |- Zf DO ¢ B ey

(n + 1)| '

_ . f
Soit z € C fixé. La fonction t —— e'* est de classe € sur [0,1] et pour tous n € N et

donc d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange :

On conclut par encadrement.

@ 6 APPROXIMATIONS D’INTEGRALES

6.1 SOMMES DE RIEMANN OU METHODE DES RECTANGLES

Théoreme (Sommes de Riemann ou méthode des rectangles) Pour toute fonction f € €4 ([a, b],

(a+kT)

b
f f(0) dx = lim_

k=

b
bh—
Si de plus f est de classe 6" : f f(x)dx = —
a

(C):

Ce théoréme affirme en particulier 'EXISTENCE des deux limites.

On ne comprend les sommes de Riemann qu’en les dessinant. Pour n fixé, on a noté ci-dessous x; le point a + k

= lim (a+k a)‘
n—+o0o P
n—1
f(a+k a) + 0(1).
k=0 n
b—a
n

Laire du domaine coloré vaut

(222,

b—a

)

Démonstration Nous prouverons le résultat dans le seul cas ol f est K-lipschitzienne pour un certain K > 0
— C'est vrai en particulier si f est de classe 4! sur le SEGMENT [a, b] d’apres le théoréme des bornes atteintes et

nz—l

(x) dx — —Zf(xk)

k=0 v xi

megahte des accroissements finis. Pour tout n € N*, si on pose x;, =a +k —— pour tout k € [0,n] :
Xjet1 n—1l X Xjet1
F)dx — D0 fle)dx| = f (£ = £(x) dx
k=0 v X
Xi+1 n—1 2 TX¥=Xk+1 2 2
- NK(b— K(b—
Kemxax = [ CE ]SO0 KO o)
pars 2 — — 2n 2n

Xie+1 n—1
f |£GO—f ()] dx < Zf
k=0 x

k

13



Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

Le théoreme d’encadrement montre finalement a la fois la convergence des sommes de Riemann et la majoration
, 1
de I'écart en O (—)
n

Quand veut reconnaitre quelque part une somme de Riemann, on se raméne généralement au cas particulier suivant, sur
lequel la forme de la fonction f est facile a lire. Pour toute fonction f € 6.4 ([O, 1], (C) :

nllinoo;nzl:f( ) nl}gloo%gf(g)zjolf(t) dt.

n

Exemple  lim =1In2.
n—too £=n +k
1 1 1S 1 Y de
Démonstration Par continuité de x — sur[0,1]: Z == Z =1In2.
1+x Sntk nfg ko omoree Jo 14t

n

® 6.2 METHODE DES TRAPEZES

. . 1y . (s .
Lerreur commise dans le cas 4! de la méthode des rectangles est un O (—) si n désigne le nombre de termes sommés.
n

Cette majoration de 'erreur n’est pas tres bonne car — ne tend pas vers 0 rapidement lorsque n tend vers +00. La méthode
n

des trapézes présentée ci-dessous — hors programme — est proche de la précédente mais converge un peu plus vite.

(
Théoreme (Méthode des trapézes) Pour toute fonction f € 6.4 ([a, b],(C) :
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[[ s = 2o (KDL 5 (a0 222)),
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Si de plus f est de classe 62 : L f(x)dx e T ( > +;f (a +k " )) + O(nz).

Démonstration Nous avons démontré ce résultat en TD au chapitre « Dérivabilité ».

Etrangement, le terme

Z f ( +k —) est presque le terme que nous donnait la méthode des rectangles, aux

bornes prés, mais d’out sort cette formule? Lidée, c’est qu'au lieu d’approximer f par un plateau sur [x;,x;,,] pour tout
k € [0,n—1], on 'approxime maintenant par une fonction affine et les rectangles sont remplacés par des trapézes. Il n’est
pas dur de se convaincre, intuitivement, que 'approximation par des trapézes est meilleure que 'approximation par des
rectangles.
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Rappelons pour les étourdis que I'aire d’'un trapéze est donnée par la formule suivante : . = 2

Laire du domaine coloré est :
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Mais d’oti voit-on surgir 1’apProx1mat10n = (f(a) 2 f(b) + Zf ( + k e ) de f f(x) dx ? Cest juste un petit cal-
n
n—1

cul - b—a Zf(xk)+2f(xk+l) b—a (Z fx) Zf(xkﬂ)) b—a (Z f(xe) Zf(xk))
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;a (f(xo)-;f(xn) +’;f(xk)) (f(a)+f(b) +Zf( b— ))
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